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Dans tout le probleme, n est un entier naturel superieur ou egal a 2, et E est un 
espace euclidien de dimension n dont le produit scalaire est note ( , .) et la norme 

associee ||.|j. 1 

On note ids T application identique de E , et 0 1’ application nulle de E. 

Si F est un sous-espace vectoriel de E, on note F~ le sous-espace vectoriel 
supplementaire orthogonal de F dans E. 

Pour tout endomorphisme / de E et toute valeur propre A de /, on note Bf( A) le 
sous-espace propre de / associe a la valeur propre A. 

Partie I : Inverse generalise d’un endomorphisme symetrique 

On considere un endomorphisme symetnque / de E , c’est-a-dire un endomorphisme 
/ tel que : V(x, y) e E 2 , (/(a:), y) = (x, /(y)). 

On suppose de plus que / est non inversibie et non nul. 

1°) Montrer que 0 est valeur propre de / et que / admet au moms une valeur propre y 
mon nulle. 

2°) a) Soit A et p deux valeurs propres de /. Montrer que pour tout vecteur x de 
Ef( A) et pour tout vecteur y de E/{(j) : A{x,y) = p(x, y). 

b) En deduire que les sous-espaces propres de / sont deux a deux orthogonaux. 

3°) Montrer que les sous-espaces vectoriels Im / et Ker / sont supplementaires 
orthogonaux dans E. 

On suppose que / admet exactement k 4- 1 valeurs propres deux a deux distmctes 
Ao» Aj, . . . ,A fc avec k > 1, A 0 = 0 et 0 < | A r | ^ ^ |A fc |. 

Pour tout entier nature! inferieur ou egal a k, on note p 3 le projecteur orthogonal 
sur Ef(Xj). 

4°) Soit x un vecteur de E , 

a) Montrer qu'il existe un unique (k + l)-uplet > xqi • • • , £fc) de 

Ef{0) x Ej( Ai) x • • • x Ej( X k ) tel que x = i 0 +iH |- x*. 

b) Pour tout entier naturel j inferieur ou egal a k, montrer : p ; (x) = x 3 . 

Amsi, la relation suivante est clairement vSnfiee : idg — p 0 + p 1 + ■ • + 

5°) a) Etablir, pour tout couple (i, j) d’entiers naturels inferieurs ou egaux a k : 

j =i> 'pi o p 3 = 0 

















